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RESUMEN
La investigacién aborda la problematica del Céalculo Superior relacionada con limites

algebraicos y exponenciales que tienden al infinito, formulando tres modelos
alternativos para solucionarlos. La metodologia fue, plantear estudios de casos,
analizarlos utilizando los modelos alternativos desarrollados y sintetizar el proceso en
tres modelos. Los modelos se sustentan en el manejo de los coeficientes de la variable
en su maximo grado sea de forma directa o transformada y de ser el caso estabilizada
por la variable nula. Los modelos son faciles de aplicarse y facilitan el aprendizaje del
cdlculo. Los modelos desarrollados son:
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ABSTRACT

The research discusses top calculation problems related to algebraic and exponential
limits that tend to infinity, by formulating three alternative models to solve them. The
methodology was, consider case studies, analyzed using developed alternative
models, and synthesize the process in three models. Models are based on the
coefficients of the variable handling in its maximum degree is directly or transformed
and be stabilized by the null variable case. The models are easy to apply and facilitate
the learning of calculus. Models developed are:
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Introduccion

Los fendmenos de la naturaleza se expresan a través de procesos que pueden ser
modelados por las matematicas y especialmente con la intervencidon del calculo
superior (Kaisser, 2009). El calculo diferencial tiene como estructura coyuntural la
teoria de limites, su existencia y conceptualizacién fundamentan la derivada
(Granville, 2009). La teoria de limites es paso inicial para desarrollar la derivada,
entender y manejar los limites es imprescindible para acometer problematicas de
teoria y aplicacion del calculo diferencial a los distintos problemas fisicos
profesionales, que tienen en el calculo superior la explicacidon del comportamiento
entre las variables que describen ese fendmeno y caracterizan a las ciencias fisicas.

Los limites sean esto de tendencia a una cantidad o al infinito, caracterizan con cierto
valor de entrada a una funcidn, en un entorno inmediato, para lo cual el céalculo
mediante una serie de técnicas manipula la operacion de los limites (Carmona 1993).

En el contexto del célculo diferencial, las operaciones con limites para resolver la
tendencia al infinito de las funciones, constituyen una problematica que debe
resolverse mediante técnicas de desarrollo cientifico que optimicen estas operaciones
y aporten al proceso cognitivo de las matematicas superiores. Para resolver
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problemas tedricos y principalmente practicos como son problematicas intervinientes
en la Economia, Fisica, Arquitectura, Ingenierias, u otras ciencias, relacionadas con,
gradientes, comportamientos de variables, optimizacién de disenos, estructuras,
mecdanica de materiales, procesos ambientales u otros, la intervencion del calculo y
limites son métodos para la resolucion de conflictos técnicos y cientificos. (Courant &
Fritz, 1999).

La investigacién tiene por objetivo a través de estudios de casos, desarrollar modelos
matematicos alternativos (Calero 2011), para resolver problemas de la teoria de
limites del calculo infinitesimal relacionados con funciones algebraicas vy
exponenciales que tienden al infinito. Los modelos facilitan el proceso cognitivo-
significativo para la ensefianza-aprendizaje del calculo superior.

Material y método
Aplicando la definicion de limite (Espinoza 2012), para una funcién la cual tiende al
infinito por su entorno se define como: La funcién f(x) tiene como limite “L”, si, la
diferencia en valor absoluto “e” entre la funcidn y el limite es real y existe un nimero
N > 0 y se describe:

Al’ill;)f(x) =L; [fl)—IL]<e x>N

El método que aplica el calculo diferencial para resolver los limites objeto del estudio,
es quitando la indeterminacion por el manejo del exponente de la variable (Valladares
2010). Otra forma de solucionarlos es aplicando la regla de L "Hospital.

El trabajo se enmarca en la investigacion pura con connotacidén en la investigacion
aplicada por el manejo operacional de los limites que tienden al infinito, que son parte
de la derivada y aplicable a la optimizaciéon de funciones y estructuras u otras. Asi
mismo, la investigacion tiene alcance cuantitativo, inductivo, heuristico y ldgico.

El proceso de investigacién permitié arribar a un método alternativo y sencillo para
resolver problemas de limites que tienden al infinito, se fundamenta en las reglas del
algebra superior, la homogenizacién y transformada de funciones y manejo y
sustitucion de variables Los seis casos de estudios que se analizan fundamentan la
investigacion realizada y validan el método con los modelos alternativo propuesto,
se han dividido en escenarios para simplificar, fundamentar y generalizar los modelos
producto de la investigacion. Los modelos generales aplicados para resolver los casos
presentados, se realiza a través del siguiente proceso metodoldgico:

1. Aplicacion a los seis casos de estudio los modelos alternativos investigados.
2. Validacion y generalizacion de los modelos desarrollados.

El proceso metodoldgico se desarrolla describiendo en primer lugar el andlisis de los
casos aplicando los modelos propuestos.

88

Revista Cientifica Ciencia y Tecnologia. Vol 17 No 16, 2017 / pags. 86 - 98



Il Jornada de Investigacién
& Revista Ciencia & Tecnologia Universidad TGC“OIégica

No. 16, 31 de octubre de 2017 : H
ISSN impreso: 1390 - 6321 Empresarlal de GuayaqUII

Estudio de casos

a.) Método de homogenizacion de la variable

El método consiste en homogenizar la variable en su maxima potencia y relacionar los
limites de sus coeficientes.

Caso 1: La expresién tiene la variable con igual maxima potencia en numerador y
denominador El método se fundamenta en relacionar los coeficientes de la variable a
la maxima potencia:

3_ecy2
11 Lim X im2 =4
2X?+7X--18X 2
X -
3 2
1.2 Lim x, X
2X4-1 2X+1
X-o
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Desarrollo de modelo para caso 1

Limite al infinito, cuando la variable en su maxima potencia es igual tanto en el
numerador como en el denominador
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Siendo: n = maxima potencia de la variable
ao, by, a,, by, az, by, ... . v wno., @n, by = coeficientes

X = variable

Caso 2: La expresion tiene la maxima potencia en el denominador
El método se fundamenta en homogenizar la maxima potencia en la expresion,
adicionando un término neutro y procediendo igual que en el caso anterior:
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Desarrollo del modelo para el caso 2

Limite al infinito, cuando la variable en su maxima potencia esta en el denominador y
es mayor que la potencia de la variable en el humerador

i X" + a1 X" 1+ 2,X" 2 + .2y i 0xX™)
im = Lim
boX™ + b X™-1 4+ b, Xm-24. .. ... ......+b, by (X™)
X= =
. aX"+a X" X" P b, .
Lim ™+ b,X™ T + b, X" 2+.........4b, _ 10 @)
X -
Siendo:
m>n
ao, by, a,, by, az, by, v vev oo, Qp, by, = coeficientes

X = variable

Caso 3: La expresion tiene la maxima potencia en el numerador
El método se fundamenta en homogenizar la maxima potencia en la expresion,

adicionando un término neutro y procediendo a relacionar los coeficientes de la
variable a la méxima potencia:
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Desarrollo del modelo para el caso 3

Limite al infinito, cuando la variable en su maxima potencia estd en el numerador y es
mayor que la potencia de la variable en el denominador

o agX"+a X" 1+ a X" 2+ ...ty . ag(X™)
Lim = Lim
boX™ + b, X™-1 4+ b, Xm-24, .. ..........+b,, 0(xXm)
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X—-x
o agX™ + 2, X" 1 + 2, X" 2 + ... tag - el @)
boX™ + by X™-1 4 b X™ 24, .. v tby T :
X — o
Siendo:
n>m
Qy, bg, a,, by,az, by, e eu e, Gy, by = coeficientes
X = variable

b.) Método de transformaciéon y homogenizacién de la variable

El método es una variante de la aplicacion del método anterior y se fundamenta en
transformar la variable, estabilizarla, homogeneizarla y aplicarle la relaciéon de los
coeficientes de dicha variable a la maxima potencia. Ademas, el cambio de variable
en relacion al limite al cual tiende no se afecta debido a que el método relaciona al
final coeficientes reales.

Caso 4: La expresion tiene la variable exponencial con igual maxima potencia en
numerador y denominador.

El método se fundamenta en transformar la variable y relacionar los coeficientes de
la variable transformada a la maxima potencia:

[ 22+2—L' 4(22)_[ 4W - It 4_4
nn22+3— zmzz+3-— im 1(W)+3— mzl—
Z = x
25 =W

Desarrollo del modelo para el caso 4

Limite al infinito, cuando la variable exponencial en su maxima potencia es igual tanto
en el numerador como en el denominador.
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A Coa™ '+ €,a™ VL 4 ,a™ DL it O T co(W™) i 5
boa™ + b,a™ VZ  hya™2Z 4. _+b_ bo(W™) b,
X -
Lim coa™ + Cla‘:m- Nz czaf_m-z}z F ivie ook oin iome P Ci 2 ric_o;’ @)
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Siendo:
W= a?
Co b, Cis by,¢5. by, e v v venne, G, by, = coeficientes

a = base de la variable exponencial
m = coeficiente de la variable exponencial
Z = variable

Caso 5: La expresion tiene la variable exponencial con maxima potencia en el
numerador El método se fundamenta en homogenizar la variable exponencial en su
maxima potencia, adicionando un término neutro y procediendo a relacionar los
coeficientes de la variable transformada a la maxima potencia:

5 222+2 i 4 22 2 w: 4w.£ 5 4Wz s 4
m 22+3— m 2Z 4+ 3 = Lim u/+3—— m OW2+M/+3—— 17710—— sa
Z -
22 =W

Desarrollo del modelo para el caso 5

Limite al infinito, cuando la variable exponencial en su maxima potencia esta en el
denominador, siendo mayor que la variable exponencial del numerador.
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i coa™ + c,a‘“‘“-Z +ca™ P24 .. .....tC, — m= i o

bga™Z + bya™m-1Z 4 h,am-2Z4 . ... .+bg, bo(W™) bg
X = oo

T Cod®% + A VT 3 a4 ... s Py _ [0l )
bga™Z 4 byam-VZ 4 ham-2Z4 | | . ... +b,,
X — o
Siendo:
m >n
W = a?
Co» by, Cs, by,c3,b3, e cve euvuve, @, by = coeficientes

a = base de la variable exponencial

m y n = coeficientes de la variable
exponencial

Z = variable

Caso 6: La expresion tiene la variable exponencial con maxima potencia en el
denominador.

El método se fundamenta en homogenizar la variable exponencial en su maxima
potencia, adicionando un término neutro y procediendo a relacionar los coeficientes
de la variable transformada a la maxima potencia:

3 2242 4 7 i 4(25'+7 . 4W+7 . OWH+4W +7
ME@Zy+3 ' S@DE+3 T sWZ+3 T SWZ+3
Z =
= Lim ¥= 0; Siendo: 22 =W
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Desarrollo del modelo para el caso 6

Limite al infinito, cuando la variable exponencial en su maxima potencia esta en el
Numerador, siendo mayor que la variable exponencial del Denominador

i Coa" + ¢ a@ V2 4 e, a®-2Z 4 | L +c, iy (wm) ahr By
im , — = Lim —— = Lim —
bga™ 4 bya™ V2 4 ha™- 224 . .....+by 0(wm) 0

X - o

" coa" +c;a™ V2 ca®-DZ 4 L+,
im - — =
bga™Z + bya(m-YZ 4 hya®m-2Z4 . ... ......+by,

X - oo
Siendo:
n>m
W= a?

Co» by, Cys by, cz, b, .. e weeoe oo, @i, by = coeficientes

a = base de la variable exponencial

m y n = coeficientes de la variable
exponencial

Z = variable

Modelos finales desarrollados

Los seis casos investigados se enmarcan en dos grandes escenarios por tipo de
funciones matematicas que son, la funcién algebraica y la funcion exponencial.

Loscasos1y4,2y5y3y6, se agruparon en base al comportamiento de la variable
tanto por su potencia como por su posicion y son para la investigacion
estructuralmente equivalentes tanto para la funcion algebraica como para la
exponencial, en este contexto, los seis casos se consolidaron en tres grupos y se
representaron mediante una expresién por cada grupo, que son los modelos (1), (2)

y (3).
Los tres modelos que constituyen el producto final de la investigacion se sustentan en
las leyes de las matematicas superiores y responden a la posicién de la variable con

su maxima potencia en la funcion analizada y su transformacién de exponencial a
algebraica.

96

Revista Cientifica Ciencia y Tecnologia. Vol 17 No 16, 2017 / pags. 86 - 98



Il Jornada de Investigacién
& Revista Ciencia & Tecnologia Universidad TGC“OIégica

No. 16, 31 de octubre de 2017 : H
ISSN impreso: 1390 - 6321 Empresarlal de GuayaqUII

Resultados
Los tres modelos desarrollados y aplicables a la teoria de limites algebraicos vy
exponenciales son:

. agX"+ag X0 14a X024 +a a
1 Lim 2——1 L = ’[—Ou (1)
boXP+b1 X" 14+boX" 24 ....+bg bg
X-»
Siendo: n = maxima potencia de la variable
. agX®+a X" T 4+ar X" 24 +a ;
2 Lim 2 = [0] (2)
boxm+b1xm +b2Xm ++bm
X = o0
Siendo:m >n
. agX"+a X" 14+a, X" 24 ... +a
3. Lim - == [[oo] @)
boX™+b XM 14 b XM 24 by, :
X - OO
Siendo:n >m
Ademas: ag, by, ay, by, @3, by, ... ... .. ..., Ay, by = coeficientes
X = variable
Asi mismo, para el caso de funcién exponencial: X", X™ ... =W=2a"
Z = variable en la funcién exponencial
Discusion

Los casos investigados tienen como contexto la funcién algebraica y la funcidn
exponencial.

En base a la metodologia por tipo de funciones, inicialmente se propusieron seis
modelos; sin embargo, los modelos inicialmente determinados se consolidaron de
acuerdo a la estructura conceptual matematica a tres, que corresponden a la
situacion de la variable y la transformacidon entre funciones que se aplica. Los tres
modelos desarrollados representan un método alternativo y validado para resolver la
problematica de limites de funciones que tienden al infinito, que se enmarca en el
estudio del calculo diferencial.
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Uno de los hallazgos que fortalece y aportd a la investigacion, esta relacionada a que
la evaluacién de limites que tienden al infinito puede representarse por la relacién
entre los coeficientes de la variable que tiene la maxima potencia sea de forma directa
o transformada, aunque en algunos casos la funcién debe ser manejada para hacerla
equivalente a los modelos elaborados. Asi mismo, los modelos son simples de aplicar
y facilitan la ensefianza-aprendizaje del calculo superior

Conclusiones

Se desarrollaron tres modelos matematicos alternativos para resolver una de las
problematicas involucradas en el estudio del calculo superior, representado por los
limites de funciones algebraicas y exponenciales que tienden al infinito.

Se estudiaron 6 casos y 12 problemas modelos que evidenciaron la problematica y
validaron cientificamente los tres modelos desarrollados.

La investigacidn aporta al desarrollo cientifico de las ciencias técnicas, proporcionando

modelos de aplicacién general y facilita la ensefianza-aprendizaje del calculo superior
aplicado a ciencias econémicas, comercial y duras.
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